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Comment une image peut-
elle contenir deux images?
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Pourquoi le filtre gaussien nous donne une image lisse,  
mais pas le filtre boîte?
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Image: http://www.flickr.com/photos/igorms/136916757/ 

Pourquoi peut-on toujours interpréter une image à plus faible résolution? 
Quelle est l’information perdue?

Résolution originale 1/2 résolution 
(4x moins de pixels!)
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http://www.flickr.com/photos/igorms/136916757/


Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

• a eu une idée révolutionnaire 
(1807): 

• Toute fonction peut être écrite 
comme une somme pondérée de 
sinus de différentes fréquences  

• Vous n’y croyez pas?   
• Lagrange, Laplace, Legendre et 

autres non plus! 

• Pas traduit en anglais jusqu’à 1878!
Laplace Lagrange

Legendre

Source: Efros 8



La transformée de Fourier

9

Notre “unité” de base: 

amplitude fréquence phase

A sin(!x+ �)

Toute fonction peut être écrite comme une somme pondérée  
de sinus de différentes fréquences (et phases)



La transformée de Fourier

• Nous voulons comprendre les fréquences ω de notre signal.  
• Exprimons alors le signal avec ω au lieu de x: 

• F(ω) représente la magnitude et la phase à chaque fréquence 
• Magnitude : « quantité » de signal à chaque fréquence 

• Phase : translation horizontale

Transformée de Fourierf(x) F(ω)
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La transformée de Fourier

• F(ω) représente l’amplitude et la phase du signal 
• Comment faire pour représenter ces deux informations?  

• On utilise les nombres complexes 
• Où l’amplitude est: 

• Et la phase:

F (!) = R(!) + iI(!)

A = ±
p

R(!)2 + I(!)2

� = tan�1 I(!)

R(!)

Réel

Imaginaire
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La transformée de Fourier

<latexit sha1_base64="gDjserWIp2bF90SHPo4smavAgMs=">AAACHHicbZBLSwMxFIUz9VXrq+rSTbAIFbHMlGJ1IRTcuJIK1hY6tWTS2zY0kwxJRixD/4cb/4obFwrixoXgv3H6wkc9EDh8516SHC/gTBvb/rQSc/MLi0vJ5dTK6tr6Rnpz61rLUFGoUMmlqnlEA2cCKoYZDrVAAfE9DlWvdzbMq7egNJPiyvQDaPikI1ibUWJi1Ezn4SY6ZK70oUPw3QCfYpdKnZ2CfXyAGXY1E9+omc7YOXskPGucicmgicrN9LvbkjT0QRjKidZ1xw5MIyLKMMphkHJDDQGhPdKBemwF8UE3otHfBngvJi3clio+wuAR/bkREV/rvu/Fkz4xXf03G8L/snpo2seNiIkgNCDo+KJ2yLGReFgUbjEF1PB+bAhVLH4rpl2iCDVxnalRCUXbOTly8KyZllDN55xCznEuC5nSxaSPJNpBuyiLHFREJXSOyqiCKLpHj+gZvVgP1pP1ar2NRxPWZGcb/ZL18QVnKZ/L</latexit>

e�i!x = cos(!x) + i sin(!x)

<latexit sha1_base64="Co9+bfOn99hFEOZlKhAtT7/oEwE="></latexit>

F (!) =

Z 1

�1
f(x)e�i!xdx

On multiplie le signal par la base complexe…

On définit une base complexe (formule d’Euler). 

<latexit sha1_base64="m1JwapXQBNw610zi476CH5N+oYY=">AAAB/nicbZBLSwMxFIUz9VXrqz52boJFqAuHGRGru4IbV1LB2kI7lkx6pw3NPEgy0joUf4eu3LhQELf+Dnf+GzNtBbUeCBzOuZdcPjfiTCrL+jQyM7Nz8wvZxdzS8srqWn5940qGsaBQpSEPRd0lEjgLoKqY4lCPBBDf5VBze6dpX7sBIVkYXKpBBI5POgHzGCVKR638llfs72G4TvYZboY+dAjuD1v5gmVaI+FpY09MoWzep3qotPIfzXZIYx8CRTmRsmFbkXISIhSjHIa5ZiwhIrRHOtDQNiA+SCcZXT/EuzppYy8U+gUKj9KfGwnxpRz4rp70ierKv10a/tc1YuUdOwkLolhBQMcfeTHHKsQpCtxmAqjiA20IFUzfimmXCEKVBpYbQShZ9smRjafNN4TagWkfmrZ9oXGco7GyaBvtoCKyUQmV0RmqoCqi6BY9omf0YtwZT8ar8TYezRiTnU30S8b7FwGTmLs=</latexit>

f(x)e�i!x

La transformée de Fourier du signal f(x) est sa projection sur la base complexe. 

… et on répète sur tout le domaine du signal.
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Calculer la transformée de Fourier

Discrète

Pour la calculer, on utilise l’algorithme « Fast Fourier Transform (FFT) » 
Complexité de la FFT : O(N log N)

(pour s’en souvenir)
k=-N/2..N/2

Continue

13

http://en.wikipedia.org/wiki/Fast_Fourier_transform


Transformée de Fourier

• Directe 

• Inverse

Transformée de Fourierf(x) F(ω)

Transformée de Fourier InverseF(ω) f(x)
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Autre explication super intuitive (3blue1brown)
https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY
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https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY
https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY


Spectre en fréquences
exemple : g(t) = sin(2πft) + (1/3)sin(2π(3f )t)

Ici, on utilise  plutôt que  pour 
désigner la dimension spatiale

t x
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Spectre en fréquences
exemple : g(t) = sin(2πft) + (1/3)sin(2π(3f )t)

= +
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Spectre en fréquences
exemple : g(t) = sin(2πft) + (1/3)sin(2π(3f )t)

= +

fréquence

am
pl

itu
de
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Spectre en fréquences
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But : représenter ce signal 
avec des sinus

= +

sin(2πft) (1/3)sin(2π(3f )t)



Spectre en fréquences
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But : représenter ce signal 
avec des sinus

= +

(1/5)sin(2π(5f )t)



Spectre en fréquences
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But : représenter ce signal 
avec des sinus

= +

(1/7)sin(2π(7f )t)



Spectre en fréquences
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But : représenter ce signal 
avec des sinus

= +

(1/9)sin(2π(9f )t)



Spectre en fréquences
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But : représenter ce signal 
avec des sinus

= +

(1/11)sin(2π(11f )t)



Spectre en fréquences

Source : Efros

fréquence

am
pl

itu
de

But : représenter ce signal 
avec des sinus

<latexit sha1_base64="vjASSed6QvcZs65COby3nkVbVnA="></latexit> 1X

k=1,k impair

1

k
sin(2⇡kt)
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Exemple: musique
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Autres signaux

xkcd.com
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Spectre en fréquences

Source : Efros

fréquence

am
pl

itu
de

But : représenter ce signal 
avec des sinus

<latexit sha1_base64="vjASSed6QvcZs65COby3nkVbVnA="></latexit> 1X

k=1,k impair

1

k
sin(2⇡kt)
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Transformée de Fourier dans les images
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http://www.cs.unm.edu/~brayer/vision/fourier.html29

http://www.cs.unm.edu/~brayer/vision/fourier.html


On peut composer les images

+ =

http://www.cs.unm.edu/~brayer/vision/fourier.html
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http://www.cs.unm.edu/~brayer/vision/fourier.html


Changements en fréquence

Source: D. Hoiem

Transformée de Fourier Image
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Changements en fréquence

Source: D. Hoiem

Transformée de Fourier Image
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Changements en fréquence

Source: D. Hoiem

Transformée de Fourier Image
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Changements en fréquence

Source: D. Hoiem

Transformée de Fourier Image
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En python
from numpy.fft import fft2 
fft = fft2(img)

import matplotlib.pyplot as plt 
plt.imshow(np.log(np.abs(np.fft.fftshift(fil_fft))))

Pour l’affichage : 
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Manipulons la FFT

FFT inverse
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Manipulons la FFT

FFT inverse
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Manipulons la FFT

FFT inverse
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Manipulons la FFT

FFT inverse
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Manipulons la FFT

FFT inverse
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Le théorème de la convolution

• La transformée de Fourier d’une convolution de deux fonctions est 
le produit de leur transformée de Fourier 

• En français : une convolution dans le domaine spatial est 
équivalent à une multiplication dans le domaine spectral

F (g ⇤ h) = F (g)F (h)

41



Filtrage spatial
-101

-202

-101

* =
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Filtrage spectral

FFT

FFT

FFT inverse

=
x

Complexité?
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Pourquoi le filtre gaussien nous donne une image lisse,  
mais pas le filtre boîte?
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Filtre gaussien

TF de l’image TF du filtre TF de l’image filtrée

image image filtrée
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Filtre « boîte »

TF de l’image TF du filtre TF de l’image filtrée

image image filtrée
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Image: http://www.flickr.com/photos/igorms/136916757/ 

Pourquoi une image à plus faible résolution est toujours compréhensible? 
Quelle est l’information perdue?
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http://www.flickr.com/photos/igorms/136916757/


Réduction de taille d'un facteur 2
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Forsyth and Ponce 200249
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Forsyth and Ponce 200251



Forsyth and Ponce 200252



Bonne idée?

Forsyth and Ponce 200253



Exemple : 1D (audio)

• Enregistrement : son ➙ échantillons numériques 
• Écoute : échantillons numériques ➙ son 

• comment s’assurer que l’on peut « remplir les trous » correctement?

Source: S. Marschner54



Échantillonnage et reconstruction

• Signal: sinus en 1-D

Source: S. Marschner55



Échantillonnage et reconstruction

• On échantillonne à une certain fréquence 
• Qu’arrive-t-il si on en « manque des bouts »? 

• Pas trop de surprise : on perd de l’information

Source: S. Marschner56



• Surprise: le signal reconstruit est confondu avec un autre signal, à 
fréquence plus faible

Échantillonnage et reconstruction

Source: S. Marschner57



Recouvrement spectral

• Signaux de fréquences différentes « déguisés » dans notre signal 
original

Source: S. Marschner58



Recouvrement spectral dans les vidéos

Source: S. Seitz

https://www.youtube.com/watch?v=B8EMI3_0TO0
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https://www.youtube.com/watch?v=B8EMI3_0TO0
https://www.youtube.com/watch?v=B8EMI3_0TO0


Recouvrement spectral en infographie

Source : imgtec

Avec anti-aliasingOriginal
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https://www.imgtec.com/blog/grlaa-for-anti-aliasing-in-nav-applications/


http://www.youtube.com/watch?v=jXEgnRWRJfg

Pourquoi les présentateurs de nouvelles n’ont jamais de chemise rayées?
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https://www.youtube.com/watch?v=jXEgnRWRJfg
http://www.youtube.com/watch?v=jXEgnRWRJfg


Bonne idée?

Forsyth and Ponce 200262



Bon échantillonnage
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Mauvais échantillonnage = recouvrement!
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Théorème d’échantillonnage Nyquist-Shannon

• La fréquence d’échantillonnage d’un signal devrait être ≥ 2 × fmax 
• fmax = fréquence maximale du signal 

• Cette condition respectée garantit la reconstruction du signal 
original

bon!

mauvais

<latexit sha1_base64="kG/mzgnTHXAA0guJMOKgMvRJS5g=">AAACC3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3Q4vgqiRFre6KblxWsA9oQ5lMb9qhM0mcmYglZO/GX3HjQhG3/oA7/8a0jfioBy4czrmXe+9xQ86UtqwPI7ewuLS8kl8trK1vbG6Z2ztNFUSSQoMGPJBtlyjgzIeGZppDO5RAhMuh5Y7OJ37rBqRigX+lxyE4ggx85jFKdCr1zKLX6wqih1LEkODuAK5xBX9rgtwmPbNkla0p8DyxM1JCGeo9873bD2gkwNeUE6U6thVqJyZSM8ohKXQjBSGhIzKATkp9IkA58fSXBO+nSh97gUzL13iq/pyIiVBqLNy0c3Kj+utNxP+8TqS9Eydmfhhp8OlskRdxrAM8CQb3mQSq+TglhEqW3orpkEhCdRpfYRpC1bJPj208T75CaFbK9lHZujws1c6yOPJoDxXRAbJRFdXQBaqjBqLoDj2gJ/Rs3BuPxovxOmvNGdnMLvoF4+0TQHObYg==</latexit>

fe � 2fmax
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Anti-recouvrement (anti-aliasing)

• 2 solutions: 
1. Augmenter la fréquence d’échantillonnage! 

2. Réduire les fréquences qui sont plus grandes que la moitié de la fréquence 
d’échantillonnage 

• Perte d’information 

• Mieux que le recouvrement spectral!

<latexit sha1_base64="kG/mzgnTHXAA0guJMOKgMvRJS5g=">AAACC3icbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3Q4vgqiRFre6KblxWsA9oQ5lMb9qhM0mcmYglZO/GX3HjQhG3/oA7/8a0jfioBy4czrmXe+9xQ86UtqwPI7ewuLS8kl8trK1vbG6Z2ztNFUSSQoMGPJBtlyjgzIeGZppDO5RAhMuh5Y7OJ37rBqRigX+lxyE4ggx85jFKdCr1zKLX6wqih1LEkODuAK5xBX9rgtwmPbNkla0p8DyxM1JCGeo9873bD2gkwNeUE6U6thVqJyZSM8ohKXQjBSGhIzKATkp9IkA58fSXBO+nSh97gUzL13iq/pyIiVBqLNy0c3Kj+utNxP+8TqS9Eydmfhhp8OlskRdxrAM8CQb3mQSq+TglhEqW3orpkEhCdRpfYRpC1bJPj208T75CaFbK9lHZujws1c6yOPJoDxXRAbJRFdXQBaqjBqLoDj2gJ/Rs3BuPxovxOmvNGdnMLvoF4+0TQHObYg==</latexit>

fe � 2fmax
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Recouvrement spectral

Forsyth and Ponce 200267



Échantillonner sans filtrage

1/4  (2x zoom) 1/8  (4x zoom)1/2

Credit: Steve Seitz68



Échantillonner avec filtrage

G 1/4 G 1/8Gaussian 1/2

Credit: Steve Seitz69



Image: http://www.flickr.com/photos/igorms/136916757/ 

Pourquoi une image à plus faible résolution est toujours compréhensible? 
Quelle est l’information perdue?
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http://www.flickr.com/photos/igorms/136916757/

